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固结问题无单元法解的影响因素分析 
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摘  要：无单元法是求解比奥固结问题的一种新型数值方法。在采用罚函数法处理本质边界条件的基础上，推导出无单元伽

辽金法解固结问题的系统方程。并着重讨论了计算域内结点分布方式、结点影响域的形状和大小、数值积分方案、惩罚因子

等因素对结点位移、超孔隙水压力等的计算结果精度的影响。通过比较、分析，分别提供出相应的取值范围，或给出了参考

性建议。 
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Analysis of influencing factors in solutions to consolidation  
problem using meshless method 
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Abstract: Meshless method is a new type numerical method of solving the Biot’s consolidation problem. On the basis of treating the 
essential boundary conditions with penalty method, the system equations of consolidation problem with meshless method are 
developed. Then the factors which influence the accuracy of nodes displacements, excess pore water pressures including the mode of 
nodes arrangement in the calculation domain, the shape and size of the influencing domain, the numerical integral scheme and 
penalty parameter are discussed. By analysis and comparisons, the corresponding value scope or reference suggestion are provided. 
Key words: meshless method; penalty parameter; influencing domain of node; numerical integral scheme; mode of nodes 
arrangement; oscillation phenomenon 
 
 

1  前  言 

固结问题是岩土工程中一个古老课题，Terzaghi 
（1925 年）固结理论只适应于一维情况；Biot（1941
年）固结理论才是“真三维固结理论”。由于数学上

的困难，Biot 固结理论曾被束之高阁达 30 年之久，

目前，随着计算机技术的发展，该理论的数值分析

方法主要有以下几种：差分方法、有限单元法、边

界元法、加权残值法、半解析法、有限层法等。本

文首先简略介绍了无单元法求解比奥固结问题思

路，然后，针对该法中影响求解精度的主要因素展

开了具体讨论，并得出了各影响因素的参考性结论

和建议。 

2  无单元伽辽金法解固结问题 

2.1 无单元伽辽金法 
无单元伽辽金法是基于移动最小二乘法

（Moving Least Square）思想来构造形函数的。它

的特点是只需要节点而不需要单元信息。文献[1～
5]具体地介绍了该法及其在工程中的应用。 

该法得出的形函数表达式如下： 
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在本文讨论中，基向量 p (x)选择线性基；权函

数 wi (x)取三次样条函数。 
2.2 比奥固结理论 

该理论在很多文献中都有介绍[6～8]。本文是在

土、水混合物的平衡方程及连续性方程基础上，结

合平面应变下固结问题的初始条件及边界条件推导

出系统矩阵方程[7]。 
2.3 系统方程 

对于函数 f (x)在 t 时刻内，采用的时间域积分

公式为 
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式中 0≤ ≤1。 
结合平衡方程及连续性方程并考虑本质边界条

件，最后可得平面应变固结问题的系统方程： 
     uu ])[]([ ffgKK  ＝         (5) 

式中 ][ uK 和 uf 来源于本质边界条件项；程序中位

移采用增量形式，孔压采用全量形式表示， g 列

阵同时包含有位移项和孔压项。 
 d ][][

 ijij KK ＝              (6) 

设土体变形模量为 E，泊松比为 ，则有： 
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式中 kx，ky分别为 x，y 方向上渗透系数； w 是水

的重度。 
  第 i 点处的荷载列向量如下： 

   iif ＝ b
i

Ω   d  t ΩfΓ oi   dd        (9) 

式中 oif 表示由前期应力、节点孔压转化而来的本

期第 i 点的相应荷载分量；b是单位体应力；t 表示

确定的边界 Γ 上面力。 
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3  数值算例及影响因素分析 

3.1 数值算例 
一个经典的二维固结问题见图 1，设粘土层上

部是渗透性边界，其余的均为不渗透性边界，且假

设两侧和底部位移固定。一个大小为 10 kPa 的条形

均布荷载作用在上表面长 8 m 的中心区域内，粘土

层长度为 48 m，厚度为 16 m。土被认为是线弹性体。

土体参数如下：弹性模量 E＝40 000 kN / m2，泊松

比 v＝0.3，渗透系数 782.1＝＝ yx KK 310  m/d 。 
 

10 kPa 

 

 

8 m 

y                粘土层 

 

o           x 
 
图 1 经典平面应变固结问题 

Fig.1 Typical consolidation problem of plane strain 
 

这是一个平面应变固结问题。现分别采用随机

节点分布和均匀节点分布方式对计算域进行离散

（图 2 和图 3）。同时，为了计算方便，还选取 7 个

特定点作为参考点（表 1）。 

 
图 2 随机结点分布图 

Fig. 2 Arrangement of random nodes 
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图 3 均匀结点分布图 

Fig.3 Uniform arrangement of nodes 

表 1 选取的 7 个特定点及其位置（单位：m） 
Table 1 Specially selected 7 points and their positions  

& coordinates (unit: m) 
点  号 所 在 位 置 坐  标 

215 均匀分布图上 (24.0，12.8) 
228 均匀分布图上 (24.0，2.40) 
232 随机分布图上 (25.37，14.80) 
126 随机分布图上 (25.93，9.48) 
149 随机分布图上 (22.13，3.85) 

9 随机分布图上 （24.0，16.0） 
211 均匀分布图上 （24.0，16.0） 

3.2  影响因素分析 
（1）结点分布方式 
无单元法对于计算域中节点的分布方式主要有

两种——随机分布和均匀分布。针对图 1 中的粘土

层区域，若用随机点分布方式，共有 252 个节点，

444 个积分子域（图 2）；若用均匀结点分布方式，

共有 252 个节点，440 个积分子域（图 3）。图 4 是

分别用两种节点分布方式对坐标为（24，16）处点

（均匀分布上为点 211，随机分布上为点 9）的地表

沉降进行了计算和对比。由图 4 可知，该点的沉降

随时间延长、孔压消散而逐渐增大，并渐趋稳定。

两种节点分布方式得出的结果比较吻合，相差甚微。

所以实际计算中，不管采用何种节点分布方式其最

后结果都不会出现太大的误差。 
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图 4 不同结点分布方式下点(24，16)处沉降时间曲线 

Fig.4 Curves of settlement versus time at point  
(24, 16) for different nodes arrangement modes 

（2）结点影响域的形状 
在无单元法中，权函数起重要作用。它要求在

点 xi的邻近区域内非零，形状一般为钟形，在节点

处取得最大值，与该节点对称。这个 xi的较小的邻

域就称为节点 ix 的影响域，常用的节点影响域形状

有圆形和方形两种。本文的权函数形式如下： 
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对于方形域： 
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且 )()( ywxww 。 
对于圆形域：     
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式中 dmi为结点 xi的影响域半径，本文取为 2.5。 
根据式（12）～（14）很容易求出两种情形下

的权函数导数表达式。 
图 5 是分别用节点的圆形域和方形域计算得出

的均匀节点分布上的点 215 和 228 处的超孔隙水压

力（下称孔压，图中用 P 表示）变化曲线，二者结

果吻合得很好。实际计算使用哪种影响域一般均可 
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图 5 不同影响域形状得出的超孔压曲线 

Fig.5 Curves of excess pore water pressure versus time  
for different influencing domain shapes 
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满足工程要求，若要得到高精度的结果，建议采用

圆形结点影响域。 
（3）节点影响域的尺寸 
无单元伽辽金法是通过对积分子域内的高斯

点或边界上节点循环来构造形函数，同时组装式(5) 
中矩阵 ][K ， f ， ][ uK 和 uf 等来进行求解的。 
节点影响域的大小决定相邻节点的数目，从而影响

插值的准确性，甚至导致曲线的涟漪。图 6 显示了

当选择 Crank-Nicolson 积分方案的时域内最小结点

数对随机点分布上的 149 点孔压消散过程的影响情

况。最小节点数（例如 4 节点）可按下述方式确定：

当域内包含的结点少于 4 个时，影响域增大 1.5 倍，

以确保包含的最少节点数为 4 个，最大节点数设定

为 30 个。由图 6 可知，当域内最小节点数少于 8
时，点 149 处的孔压曲线未出现涟漪现象。当最少

节点分别取 4，6 和 8 时，结果基本相同。若节点数

小于或等于 2 时，会出现病态矩阵，求解失败。一

般情况下，建议最少节点数不宜太大，可在 2～9
之间取值。 
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图 6 不同影响域的尺寸对孔压的关系曲线 
Fig.6 Curves of excess pore water pressure vs time 

for different Influencing domain sizes 
 

（4）数值积分方案 
对于任何函数 )(tf 在 t 时刻内，本文程序中采

用的时间域积分公式为 
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式中 1       0   。时间积分参数 对解的准确性、稳

定性及波动性有重要的影响。如何选择恰当的积分

方案对无单元的计算结果是至关重要的。常见的积

分方案如下： 5.0＝ 为 Crank-Nicolson 方案； 0.1＝
为 Backward-Eular 方案； 3/2＝ 为 Zienkiewicz 方

案。此处主要讨论无单元中常用的前两种方法。 
图 7 是对随机节点分布中点 232 和点 126 处的

孔隙水压力用两种不同的积分方案得出的结果，并

与有限元解相比较。由图可知，两种积分方案得出

的结果与有限元解(由有限元软件 PLAXIS 完成)都
比较吻合。但是，Crank-Nicolson 方案，在时间步

长 t 取较大值时(0～2 d 内， 2.0＝t d；2～20 d 内，

2.1＝t d)，数值解有点涟漪。实际计算中因为该积

分方案方便、快捷，特别在时间步长较小时用得还

较多。当然，也可以在固结问题的计算中混合使用

不同的积分方案：小时间步长用 Crank-Nicolson 方

案，大时间步长用 Backward-Eular 法，这样结果更

精确。 
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图 7 不同积分方案对结点孔压的影响 

Fig.7 Curves of excess pore water pressure vs time 
for different integral schemes 

 
（5）惩罚因子大小 
在 MLS 插值方法中，由于其形函数不象有限

元形函数具有 函数的特点： 
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对于其本质边界条件要特别处理[9]。常见的处

理方法有排列法、拉格朗日算子法、罚函数法等等。

本文主要采用并讨论罚函数法，并设 是惩罚因

子。从理论上讲 1 才能满足本质边界条件。但

是，若 取得过大，会使系统矩阵出现病态；若
取得过小，又不能正确模拟本质边界条件。也就是

说 存在上限值和下限值。对于本文的比奥固结问

题，笔者经过尝试，得知 的取值范围在 210( ～

E)109 之间，其中 E 为土体的弹性模量。一旦超出

此范围值，结果将严重失真。图 8 是 分别取上、

下限值时，随机节点分布中受荷域点（24，16）处

（即点 9）的地表沉降曲线和图 3 中真实结果曲线

相比，大相径庭。不仅数值偏大，不能正确反应沉

≤ ≤ 

点 126 
点 232 
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降随时间变化趋势，而且计算结果也明显出现涟漪

现象。 
实际计算中，一般在上述范围内，可根据误差

标准，反复调试后选取一个最佳值。文献[10]在用

无单元分析单列纹体的应力场时，建议 取值为 20
×103E，其计算出的结果十分接近精确值。 

 
 

0 4.0 8.0 12.0 16.0 20.0
时间/d 

－1.20 

－0.80 

－0.40 

0.00

0.40

沉
降

 /
 m

 

α取上限值 
α取下限值 

 
 

图 8 不同 值时点（24，16）处的沉降对时间曲线 
Fig.8 Curves of settlement versus time for 

different   at point (24, 16) 

4  结论和建议 

（1） 无单元法伽辽金法是求边界值问题的一种

新的数值计算方法。它既保留了目前被广泛应用的

有限元的一些优点，又克服了有限元的一些不足：

如单元网格划分工作量大，为得到光滑梯度场而进

行后期处理等等； 
（2） 无单元伽辽金法解固结问题中计算域内节

点的分布方式，对计算结果影响不大。根据实际情

况，并为使计算上方便，可任意选择随机结点分布

方式或均匀结点分布方式。不过，随机节点分布方

式得出的结果更具有代表性； 
（3） 无论圆形结点影响域抑或方形结点影响域

得出的结果比较一致，在实际计算中使用圆形节点

影响域，准确度可能较高些； 
（4） 当节点影响域中最小节点在2～9之间取值、

最大节点数设为 30 时，节点的影响域尺寸效应对计

算结果影响不太明显； 
（5）建议在实际计算中，当步长不太大时，选 

 

用 Crank-Nicolson 方案；也可以在程序中，混合使

用不同的积分方案； 
（6） 为了保证计算结果的准确性和稳定性，应

根据误差等标准，建议在 210( ～ E)109 范围内寻求

最佳惩罚因子值。 
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